


PARADOKS NEDIR?

» Paradoks, gortiniiste dogru olan bir ifade veya ifadeler
toplulugunun bir ¢eliski olusturmasi veya sezgiye karsi bir sonug
olusturmasidir. Cogunlukla, ¢eliskili gortinen sonu¢ veya
sonuclarin aslinda celiskili taraflar1 vardir. Paradoks teriminin
karsilig1 olarak

Turkce'de yaniltmag, catiski ve geliski sozcukleri kullanilmaktadir.

* Paradoks: 1-Koklesmis inanclara aykiri olan dustince, aykiri kani. 2-

Kimi zaman sasirtma amaci guden, aykiri duygu ve dustnce.
Esanlamli (anlamdas): karsitlam.




GIRIS:

e A, “B cumlesi dogrudur” ciumlesi olsun ¢ B, “A cumlesi yanlistir” cimlesi
olsun. O zaman A yanlis olmali, cinki dogru ise, o zaman B dogrudur, ama B’ye
gore A yanlistir.

 Bununla beraber, benzer sekilde, A dogru olmali, cliinki yanlis ise, o zaman B
yanlistir, ama B’ye gore A yanlistir, ve bu durumda A dogrudur. Boylece bir
paradoks cikar.



MATEMATIK PARADOKSLARI

* DOGRU PARCASI PARADOKSU:

«  Once dogru parcasinin tarifini yapalim: g
Dogru Parcasi: Baslangici ve sonu olan ve sonsuz adet noktadan olusan dogru. Oyleyse nokta nedir?
Nokta: Kalemin kadgida biraktigi en kiiclik iz veya belirti.Malimdur ki noktanin boyutu yoktur. O halde

dikkat. Paradoks bashyor:

* Noktanin boyutu olmadigina gore iki noktanin yan yana gelmesi bir sey ifade etmez. 100 nokta veya 1 milyar nokta da
yan yana geldiginde herhangi bir sekil olusturmaz.( Clinki sekil olusturmasi icin gerekli olan boyut 6zelligini
saglamiyor) Bu suna benzer ki; sifir ile sifirin toplami yine sifirdir. Milyarlarca sifiri toplasak 'yarim' dahi etmez. O
halde dogrunun taniminda bir hata var. Clinkli sonsuz adet noktanin yan yana gelmesi bir sey ifade etmez! Noktanin
cok cok az da olsa boyutu oldugunu kabul etmemiz gerekir. Bu sefer de noktanin tarifi hatali olur.

« Noktay! boyutlu kabul edelim. Karsimiza bir paradoks daha cikar; dogru parcasinda sonsuz adet
nokta olduguna gore dogru parcasinin da uzunlugu sonsuz olmalidir. Clinkii cok az da olsa boyutu olan bir
seyden sonsuz adedi yanyana gelirse sonsuz uzunluk olur.
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YUKLEM PARADOKSU:

* Bir bildirme ciimlesi, 6zne ve yiiklem 6gelerinden olusur. Ornegin;

bir milyondan fazladir.

ince’nin o bankadaki parasi

ince’nin o bankada parasi var.

ince’nin o bankadaki parasi

var.

Bir cimlenin 6znesi, bir 6bek olabilir, mesela

“O bankada parasi var” dort s6zcukten olusur.

Asagidaki C cimlesi dogrudur, ama kanitlanamaz.

“Kendi 6znesi oldugu zaman kanitlanamaz” kendi 6znesi oldugu zaman kanitlanamaz.

Zira C'ye gore bir cumle kanitlanamaz. O halde C yanlis ise, o ciimle kanitlanabilir. Hangi ciimle kanitlanabilir? Kendisi! Yani
e Yuklemi “kendi 6znesi oldugu zamanda kanitlanamaz” olan,

e oznesi “kendi 6znesi oldugu zamanda kanitlanamaz” ifadesi olan cimle; ama bu cuimle, yanlhs olarak varsaydigimiz C
cimlesidir. C kanitlanabildiginden, C dogru olmalidir. Kisaca C yanlis ise dogrudur.

Boylece C dogrudur. O zaman C cumlesine gore bir cimle kanitlanamaz. Aslinda dogrulugunu gosterdigimiz C cimlesi
kanitlanamaz.



Dogru ama kanitlanamaz ciimle vardir.

C cumlesinin dogrulugunu kanitlamadik mi? Kanitladik, ama yeni kanit kavrami ile
kanitladik.

Russell & Whitehead 1908-13 yazdigi Principia Mathematica kitabindan bir PM “kanit
dizgesi” veya “bicimsel dizge” cikar.

(Godel’in Eksiklik Teoremi, 1930 [3]).
PM dizgesinde

“Kendi 6znesi oldugu zaman PM’de kanitlanamaz” kendi 6znesi oldugu zaman PM’de
kanitlanamaz

cumlesi olusturulabilir, ve bu ciimle dogrudur, ama PM’de kanitlanamaz. PM’nin
verine baska bicimsel dizgeler konulabilir. Russell & Whitehead, Principia
Mathematica kitabini baska bir paradoksu cozmek icin yazmislardi.



KATALOG PARADOKSU:

Her katalog, bir kitap olarak sayilsin. Bazi kataloglar, kitap katalogudur. Bir katalog, kendisini icerebilir,
kendisini icermeyebilir.

Blutln kendisini icermeyen kataloglar, bir katalog olusturamaz.

RUSSELL PARADOKSU (BERTRAND RUSSELL, 1872-1970):

Bertrand Russell, asagidaki paradoksu 1902°de Gottlob Frege’ye gonderdi. Zatan 6nceki yilda Ernst
Zermelo benzer paradoksu bulmustu.

“Kendi yuklem olamaz” bir yuklem olabilir mi?

“Uc s6zcikludur” kendi yuklem olamaz climlesi dogrudur, clinkii “Ug sézcuklidir” t¢ sézcukludir
cumlesi yanlistir. Boylece “kendi ytuklem olamaz” 6begi, bir yiklem olarak kullanilabilir. Ama gercek bir
yiklem ise, “Kendi ylklem olamaz” kendi ylklem olamaz cimlesi olusturulabilir, ve bu cimle ne dogru
ne yanlstir.

“Kendi yuklem olamaz” bir yuklem olamaz.



Farkli sekilde, matematik nesneler kiime olarak, ve ayrica 6geleri kiime olan kiime olarak, diisiiniilebilir. Ornegin
0=0, 1=A{0}, 2={0, 1}, 3={0,1,2},...
Her x bir kiime olsun. Eger ¢ bir yiklem ise, o zaman
{x: o(x)}
toplulugu olusturulabilir. Mesela
{x: x /€ x}

toplulugu olusturulabilir. Ama bu topluluk, bir kiime olamaz, ¢linki bir a kiimesiyse, o
zaman a€Ea&ce>a/€a.

Ogeleri kiime olan bazi topluluklar, kiime degildir.

Bir {x: ¢(x)} topluluguna denir. Her a kiimesi {x: x € a} siniftir, ama gosterdigimiz gibi kime olmayan sinif vardir.
B iki konumlu bagintisiicin, oyle bir a olamaz ki her x icin

X Ba &= -(x B x).
Kanit. x = a olsun.
Ornegin x B y asagidaki gibi olabilir:
e x’'in saclari y tarafindan kesilir,
e X, y tarafindan icerilir,
e “x”y cumlesi dogrudur,

*XEVY.

Bir



CANTOR PARADOKSU (GEORG CANTOR, 1845-1918)

e w={0,1,2,...}olsun.

w’nin her n elemaniiginn <2 n.
Kanit. Timevarimi kullanacagiz.
1. 0<1=20.

2. m € wve m<2mvarsayllsin. O zaman 1 6 2 m, dolayisiyla

m+1<2m+2m=2m-2=2m+l.

Alternatif kanit. Eger |A| = nise, o zaman |P(A)| = 2 n. Ancak
|Al < [P(A)].

Zira |A| 6 |P(A)], ciinki b € A ise {b} € P(A). A kiimesinin her b elemani icin, A kiimesinin farkh F(b) alt kimesi olsun. (Boylece F, A kiimesinden P(A)
kiimesine giden birebir bir fonksiyondur.)

C={x € A:x/€ F(x)}
olsun. O zaman A kiimesinin her b elemani igin

beC&=b/eF(b).
O halde

C 6= F(b).
(Yukardaki teoremde x By, x € F(y) olsun.)

|A| < |P(A)]| esitsizligi, sonsuz kiimeler igin bile dogrudur. Boylece en biyiik kiime yoktur.



Godel’in gosterdigine gore kanitlanabilme, bir cimlenin geometrik
ozelligidir. Zira bir bicimsel kanit, sadece bir cimle listesi ki her cimle,
once gelen cimlelerden kesin kurallara gére cikar.

Boylece dyle bir Y(x, y) formula vardir ki her o ciimlesi icin o kanitlanabilir
ancak ve ancak 3y Y(poq, y).

Simdi 6(x), -3y b(x, y) formuli olsun. O zaman her o ciimlesi icin B(poq)
dogrudur ancak ve ancak o kanitlanamaz.

Oyleyse her @(x) formulu icin 8 * (pw(x)q) dogrudur ancak ve ancak
@(pp(x)g) kanitlanamaz. Oyleyse B * (x) formulu kendi 6znesi oldugu zaman
kanitlanamaz yuklemi anlamina gelir. Gordugimuz gibi bu yiklemin 6znesi
PO * (x)q ifadesi ise, dogru ama kanitlanamayan cimle cikar.

Dogru ama kanitlanamaz ctimle vardir.



O . Rt ot L olsun
O R GV N I esitligin her iki tarafini X' ile carptik.
RO ZE=" T B ... her iki taraftan '"Y2' cikardik.
X+ Y).X-Y)=Y.( XY )evrerirneennn, sol tarafi carpanlara ayirdik, sag tarafi 'Y’
parantezine aldik.
@.C 20 O IR - ( X - Y )'ler sadelesti.
G-, G G i, e X = Y oldugundan,
) i G R PR S . X' leri topladik.
= e el LR S R R - 'X' ler sadelesti.
Cj ke A L DG T . N her iki tarafa '3' ilave ettik.
STHEHCARS e Gl o PR buradan,
5, = A T PY AT PO E I e - - 4'4, '2+2' seklinde yazdik. HATA NEREDE?



KARISIM PARADOKSU:

*Bir fincan sttiimuz ve bir fincan da kahvemiz var. Bir kagik sttten aliyoruz ve kahve fincanina
dokuyoruz. Iyice karistirip oradan da bir kasik aliyoruz ve site dokiyoruz. Simdi sorumuz
geliyor:

. Kahvedeki sut mu yoksa sutteki kahve mi daha fazladir?
. Cevap sasirtici gelebilir ama karisim oranlari esittir. Iste ispati:
. Kabul edelim ki karisimimiz homojen olmasin. Mesela kahveye kattigimiz siit,

tamamen dibe ¢okstin. Kahveden aldigimiz miktar tabi ki sitten aldigimiza esit olacaktir.
Veya:

. Ik karisimdan sonra kasigimizin yarisi siit, yarisi da kahve olsun. Bu sefer yine siitte
yarim kasik kahve, kahvede yarim kasik sut bulunacaktir. Veya:

. Ik karisim homoijen olsun. Aldigimiz bir kasik karisimin % 90 ini kahve, % 10 unu siit
kabul edelim. Sttlin % 90 | kahvede kalmistir. Sonucta eksilen suttn yerini kahve
dolduracagindan karisim oranlari esit olur.



BUTUN SAYILAR ESITTIR PARADOKSU:

- a ve b birbirinden farkli herhangi iki tamsayi ve ¢ de bunlarin farki olsun:
 a-b=c

(a-b)(a-b)=c.(a-b)...........ceeevvvrirrrnennnn her iki tarafi (a-b) ile carptik.
aZ2=2ab-+b2=ac-bc A T parantezleri actik.
a%-2ab+b2-ac=-bC........corvrrmcrnneiniensee ac yi sol tarafa attik.
a2-2ab-ac=-bc-b2............ceiiiiiinieninnnn, b2 yi sag tarafa attik.
aZ2-ab-ac=ab-bc-b2.......ccceiiiiiiniiinnnn. 2ab nin birini sag tarafa gecirdik.
a(a-b-c)=b(a-b-C)......eceviiriiiiiiiiinnn, a ve b parantezine aldik.

S Ot ot PP PPTPTTTOTRIEY i ¥ (a-b-c) ler sadelesti. (2+2=5

Paradoksunun benzeri)



KARISIK BIR HESAP:

-Iki cocuk ayri ayr kalem satmaktadirlar. Her ikisinin de 30'ar tane kalemi vardir.

Biri, 3 kalemi 10 TL'ye; digeri de 2 kalemi 10 TL'ye vermektedir. Ilki 30 kalemden 100 TL,
digeri de 150 TL kazanir. ( Toplam 250 TL.) Ertesi glin yine 30'ar kalemle evlerinden cikarlar.
Yolda karsilastiklarinda biri digerine der ki:

« -"Gel seninle ortak olalim. 60 (30+30) kalemin 5 (2+3) tanesini 20 (10+10)TL'ye satalim.
Kazandigimiz paray! da paylasiriz. Basit bir hesapla 60 kalemden 240 TL kazanirlar. Yani:

LY (€1 (=] ) P — 20 TL ise
60 Kalem.............. X TL'dir._ Buradan;

. x=(60.20)/5= 240 TL

» Cocuklar, ayri ayri satis yaptiklarinda toplam 250 TL kazaniyorlardi. Beraber sattiklarinda
neden 10 TL zarar ettiler?



1KG=1TON¢?

1 kg=1ton¢?

1 kg = 1000 gr............. €))
2 kg = 2000 gr......ceuuuns (2)

(1) ve (2) carpilirsa:
2 kg = 2.000.000 gr

2 kg = 2.000 kg....corureees (2.000.000 gr = 2.000 kg)
2kg = 2 toNn...cierenenrannns (2.000 kg = 2 ton). Dolayisi ile,
1 kg =1ton

BERBER PARADOKSU:

 Bir berber, bulundugu kdydeki erkeklerden, yalnizca kendi kendini tras edemeyen erkekleri tras
ediyor. Berberi kim tras edecek?
Kendi kendine tras olsa; kendisini tras edebildigi icin tanima ters diisecek. Baskasi tras etse; o kisi
kendi kendine de tras olabiliyor demektir.



HEMPEL PARADOKSU:

 Carl Hempel'e gore "Butun kuzgunlar siyahtir!”
. Bu onermeyi iki sekilde ispatlayabiliriz:

 a) Cok sayida kuzgun gériip, hepsinin de siyah oldugunu tesbit
ederek,
b) Siyah olmayan seylerin, ayni zamanda kuzgun da olmadigini
gorerek.

. Bilinen su ki cok sayida siyah kuzgun ve yine cok sayida siyah
olmayan, ayni zamanda kuzgun da olmayan cisim vardir. Siyah
olmayan tum cisimler incelenmeden bu fikre varamayiz. Kirmizi
cisimler icin bu uygulama yapilmamissa "bazi kuzgunlar kirmizi " da
olabilir. Bu sebeplerden Hempel paradoksu, "Tumevarim" in itibarin
sarsmistir.
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~ * (Buylk Sayr / Kiguk Sayr) > 1 dir. & ;
(4/3) > 1 qgibi P | J:\
- Yine negatif sayilar icin kural ihlal edilir; o \)
c[-1)<1
« Bu durum, matematikci Arnauld'a mantiksiz geldigi icin negatif sayilarin olmadigina
hiukmetti.



GALILEO PARADOKSU:

Sonsuzlukla ilgili bir paradoks:

CRET A Rt B 1 F R G e S A

s e T e s P
26 49 64 21 100

Yukarida ilk sirada pozitif tamsayilar, altinda iki katlari, en altta da kareleri var. IIk seri
sonsuz olduguna gore diger seriler de sonsuz elemanli. Ayrica ilave olarak sayilarin kiplerini, ¢
katlarini, on katlarini, yarilarini, tctebirlerini de yazabiliriz. Hicbir sonsuz da birbirine esit degil.



EUPLIDES (xum vi&iny PARADOKSU:

Euplides, hicbir zaman bir "kum yigini" olusturulamayacagini iddia etmistir.
Cunkl bir kum tanesi, "yigin" degildir. Yanina bir tane daha koyarsak yine yigin
olusmaz. "Kum yigin1" olmayan bir seyin yanina (veya uzerine) kum tanesi
koymakla yigin elde edemeyecegimize gore Hicbir zaman "kum yigini"
olusturamayiz.

» Daha acik bir deyisle:

Kabul edelim ki birer birer kum tanelerini biraraya getirelim. Hangi merhaleden
sonra kumlar "yigin" olusturur? Diyelim ki 'bir milyon' adet kum tanesi, bir yigin
olustursun. Dokuzytiz doksandokuzbin dokuzyliz doksandokuzu "kum yigini"
kabul edilmeyecek mi? Edersek "1" eksigi de yigin olmaz mi? Yani hangi asama
bizim icin "yigin" anlamina gelir?



-1

1¢7

-1 =(F(-1) )
-1 = ("l).("l)

-1 =V (-1).(-1)



TEKERLEK
PARADOKSU(ARISTO'DAN):

Sekilde birbirine yapisik, ortak merkezli iki
tekerlek goruliyor. Kabul edelim ki blyulk
tekerlegin cevresi 10 cm, kicik tekerlegin
cevresi de 5 cm olsun. Tekerlekler kendi
etrafinda sag tarafa dogru bir tur
dondiklerinde B (b) noktasina geliyorlar.
Naslil oluyor da blyuk tekerlek 10 cm
gittiginde, kiclk tekerlek te 10 cm gitmis
oluyor? Halbuki o da bir tur dondu ve
cevresi 5 cm?

. Aristo'ya gore, kucluk
tekerlegin her noktasina karsilik bayuk
tekerlekte bir nokta vardir. Dolayisi ile ikisi
bir(lj:)irine esit olmalidir. Ancak tabi ki isin asl
sudur:

Buyluk tekerlek donerken kigiik
tekerlek te kendi yolunda kayarak
hareket etmektedir.

A—————— 10cm ————————1B




UCGENLER:

«Soru: Bir Ucgenin icacilar toplami gercekten 180° midir?

Bu sorunun cevabini vermeden once baska bir soru soralim:

Bir avcl, bulundugu yerden 1 kilometre giineye gidiyor. Sonra dik aci ile (90°) doguya dénip 1
kilometre daha gidiyor. Sonra yine dik acl ile kuzeye dogru donip 1 kilometre daha gidiyor. Avci o
noktada, basladigi yere geldigini farkediyor. Avcinin avi nedir?

Oncelikle bdyle birsey miimkiin olabilir mi? Tabi ki . E§er avcl kuzey kutbunda ise olur (veya
giney kutbu). Dinya yuvarlak olduguna gére miimkindur. Simdi de avcinin izledigi yolu dislinelim:
Avci dogrusal hareket yaptigina gore katettigi yol tam bir Gcgendir. Bu tcgenin acilari toplami ise dogal
olarak 180°den buyuktur.

Aciklama: Iki kere doniis yaparak 90° + 90° = 180°, bir de kutupta baslangic ve varis
arasinda x° acisi var.

180° + x° > 180° (x° sifirdan buyuk)

Sorumuzun cevabina gelince: Demek ki diinya yuzeyinde icacilari toplami 180° olan bir tGicgen
cizilemez. Cunku bir kagida cizilen Gcgen bile mutlaka 180°den buyuktir.(Burada x° ¢cok cok ¢ok
kiclktdr)

Bu arada avcinin avi :Kutup ayisi veya kutupta yasayan baska bir hayvan.
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